Cilindri¢ne koordinate Tacku (x,y, 2) prostora R?* mozemo do-
datno da odredimo trojkom (7 cos ¢, rsin ¢, z), gdje su r, ¢ polarne ko-
ordinate projekcije (z,y) u R? i z rastojanje date tacke do Oxy ravni.
Predhodna korespondencija je jednoznacna. Veza Dekartovog koordi-
natnog sistema R3 i R3__ ostvaruje se sljedeé¢im jednac¢inama

TPZ
T = Tcosep,
= rsinp,

z = z,

gdje je 0 <7 < 00,0 < <27, —o0 < z < 0o. Dakle, g : R} _ —
R3,. je C' preslikavanje koje je bijektivno, gdje

cosep —rsing 0
dg(r,p,z) = | sing rcosp 0
0 0 1

| det[dg]| = r.

Ukoliko je D C Riwz neki skup mjerljiv po Zordanu i f neka realna
funkcija integrabilna na ¢(D), onda prema teoremi o zamjeni prom-

jenljivih imamo

fd:/f(rcosgp,rsingp,z)rdrdgpdz.
) D

g(D

PRIMJER 0.1. Izracunacemo integral [[f, z*dzdydz ogranienu povrsima
=22+ 2 =6— /22 + 92

Jasno radi se oblasti ograni¢enom povrsima konusa i eliptickog
paraboloida. Odredi¢emo projekciju date oblasti na Oxy ravan. U
tom smislu, prvo treba da odredimo (vidjeti sliku) odrgovarajuéu pro-
jekciju krive koja se dobija u presjeku ovih povrsi. Uzimajuéi za smjenu
2% +y? = t? iz polaznih jednacina dobijamo t?> = 6 —t, odakle dobijamo
dva rjeSenja i jasno uzimamo samo pozitivno t = 2, tj. 22+ 3% < 4 je
trazena oblast u Ozy ravni.

Prelaze¢i na cilindriéne koordinate, imamo

G={re)0<p<2m,0<r<27r*<2z<6-r}.

Prema tome,

2 2 6—r 104
/// xdzrdydz = / cos® @dgp/ rsdr/ dz = — "
G 0 0 r2 15

1



PrRIMJER 0.2. Naé¢i ¢emo zapreminu tijela ograni¢enog provrsima
z =%+ y* 2z = x + y koje oznacimo sa G.

Projkecija krive na O, , koju dobijamo u presjeku datih povrsi do-
bijamo eliminacijom koordinate z u gornjim jednacinama, tj. 2% +y? =
x+y, odnosno (r— %)2 +(y— %)2 = % U ovom slucaju uves¢emo takode
cilindri¢ne koordinate (pomjerene)

1 :
T — = =rcos ——=rsing,z = z.
9 Y B @,

U skladu sa uvedenom smjenom za dato tijelo imamo da se odgo-
varajuce nalaze u sljedeé¢im intervalima ¢ € [0, 27), r € [0, \/Li]’ dok za
z koordinatu je

1
5 +r(cosp +sing) +1r? < z < 14 r(cosp +singp).

Tako dobijamo

27 < 147 (cos p+sin )
2
w(G) = /// dxdydz :/ d(p/ ’ 'r’dr/ wdz =L
G 0 0 %—i—r(cos p+sin p)+12 8

PRIMJER 0.3. Odredimo sljededi integral

/ / / zdxdydz,
T

gdje je T oblast u R? ograni¢ena povrsima 2% +y? — 2
> +y*=a®a>0.

Jednacinom 2 + y? — 2% = a? definisan je jednograni hiperboloid.
Projekcija oblasti T na O,, ravan je kruzni prsten {(z,y)|a® < z? +

y? < 24}, a z koordinata /22 + 42 — a2 < z < a.

Tako, prelazec¢i na cilindricne koordinate imamo

271 a\/i a 3
/// zdxdydz = / dgo/ rdr/ 2dz = “mat.
T 0 a Vri—a? 4

Sferne koordinate

2=a% z=a>0,
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Svakoj tacki (,y, 2) prostora R? odgovara jedinstveno trojka param-
etara (r,¢,0), sferene koordinate, pri ¢emu je veza ostvarena kroz
naredne jednakosti

7 cos @ sin 6,

= rsinysind,

[S TN

= rcosé,

gdje 0 < r < 00,0 < p <2, 0 <6 < 7. Na taj nacin definiSemo
preslikavanje g : R3 — R3,

(0.1) g(r,p,0) = (rcospsinf, rsinpsinf, rcosf),

pri cemu je

cospsin® —rsinpsind rcospcosl
dg(r,p,0) = sin ¢ rsinfcosyp rcosfsinp
cos 0 —7rsinf

| det[dg]| = r?sin 6.
Pritom je | det[dg(r, p,0)]| # 0 zar # 0,6 # k7. Ukoliko je D C R
neki skup mjerljiv po Zordanu i f neka realna funkcija integrabilna na
g(D), onda prema teoremi o zamjeni promjenljivih imamo

/ fd= / f(rcos psin @, rsin psin 6, r cos 0)r? sin Odrdpds.
9(D) D

PRIMJER 0.4. Izracuna¢emo opet zapreminu tijela F ogranicenog

. . 2 2 2 . . s
elipsoidom 7z + % + % =1, a,b,c > 0, ali ovog puta koristeci sferene
koordinate. Naime, smjenom x = arcosesinf, y = brsingsiné i

z = cr cos 0 zapravo odredujemo preslikavanje
g1(r,p,0) = (ar cos psin @, br sin psin @, cr cos )

koje paralelopiped II = [0, 1] x [0, 2] x [0, 7] iz prostora R?
na polaznu oblast.

Lako se provjerava da u odnosu na preslikavanje iz (0.1) vazi |det[dg;]| =
abe|det[dg)| = aber? sin 6.

Prema tome

/// drdydz = abc/ dgo/ Slﬂ@d@/ r2dr = —abc

PRIMJER 0.5. Integral [[[, zdzdydz, gdje je G oblast ogranicena
224y +22 =a? a > 01z = /22 + y? jednostavno racunamo prelazeci
na sferne koordinate. Naime, za z = rcosysinf, y = rsinpsinf i
z = rcosf dobijamo da r € [0,al], ¢ € [0,27) 10 € [0, T].

Tako dobijamo

»0 Preslikava



2w I a 7Ta4
/// zdxdydz = / dgp/ cos  sin «9d9/ r3dr = —.
a 0 0 0 8

PriMJER 0.6. U ovom primjeru odredi¢emo zapreminu tijela G
ograni¢enog sa (2 + y? + 22)? = a*(a? + y? — 2?),a > 0.

Treba primjetiti da povrs u presjeku za z = 0 daje kruznicu 22 +
y? = a?, a u presjeku sa ostalim koordinatnim ravnima z = 0iy =
0 dobijamo Bernulijevu lemniskatu u ravnima O,, i O, respektivno.
Samu povrs dobijamo, prosto reéeno, rotacijom po kruznici 2% +1y? = a?
Bernulijeve lemniskate (slika).

Sferne koordinate x = rcospsinf, y = rsingsinf, z = rcosf
transformisu polaznu jednacinu u

r? = —a” cos (26)

koja kada 0 € [0, 7] ima smisla samo za 6 € [Z, 7], Jasno, ¢ € [0,27).
Tako,

u(@)
27 %T av/— cos 20
= /// drdydz —/ dgp/ sin@d@/ r2dr
a 0 z 0
B orad [

4 3 . 471-@3 % 2 3/2
=—3 (—cos (20))2 sin 0df = 3 (1 —2cos”0)”“sin Odo

%
dma® [ 73 21a? [ s
S / 2(1 — 2t%)%2dt = = / (1—s)*%s"2ds
3 Jo 3v2 Jo
B 27Ta3B (5 1) %’
T3v2 \2°2) 42

KOMENTAR 0.7. Napomenimo da smo u posljednjem primjeru ko-

ristili beta funkciju, u oznaci B(a, ), neelementarnu funkciju zadatu
nesvosjstvenim parametarskim integralom,

1
B(a, ) = /0 (1—t)*" 4~ dt, o, 8 > 0.
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Postoji niz svojstava pomenute funkcije, na primjer da je B(«, ) =
B(p, «), $to se jednostavno dobija smjenom t = 1 — s.
Dalje vazi sljedec¢a formula

Bla.s) - IO

Pla+pB)’
gdje je I'(a), gama funkcija, takode poznata neelementarna funkcija
zadata preko nesvosjtvenog parametarskog integrala

INa) = / e dx, o > 0.
0

Parcijalnom integracijom jednostavno dobijamo da vazi I'(a+ 1) =
al(a),

MNa+1) = / x%e dr = (—xe )| + a/ v e dr.
0 0

Kako je I'(1) = 1, to je I'(n+ 1) = n!, za svaki prirodan broj n € N.
U tom smislu, gamma funkcija predstavlja uopstenje faktorijel funkcije.
Specijalno,

1 o < e
r <—> = / 2 2e ™ dx = 2/ e Vdt = /T,
2 0 0

sto slijedi iz Primjera 0.12.

0.1. Nesvojstveni integral. Do sada posmatrali smo integrale
ograni¢enih funkcija na Zordan mjerljivim skupovima koji su svakako
i ogranic¢eni. U ovom odjeljku bavi¢emo se sluc¢ajevima integracije na
neograni¢enim oblastima ili slu¢ajevima kada podintegralna funkcija
nije ogranicena na oblasti integracije.

Podsjetimo se da za realnu funkciju f(z) definisanu na odsjecku
[a, +00) i integrabilnu na svakom segmentu [a, A], a < A 4 oo funkcija

F(A) = /aA F(a)dz

je definisana i neprekidna na [a, +00). Ako postoji konaéna grani¢na
vrijednost

lim F(A) =L,

A—+o00
kazemo da nesvojstveni integral [ f(z)dz konvergira .
Takode, ako je f(x) definisana na odsjecku (a, b] gdje lim, .+ f(x) =
oo i f(z) je integrabilna na svakom podsegmentu [o,b], a < a < b
funkcija F'(a) = fcl: f(z)dx je neprekidna na svakom odsjecku [o, b].
Ako postoji grani¢na vrijednost
allgzl* F(OK)

nazivamo je nesvojstvenim integralom funkcije f(z) na odsjecku (a,bl.
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Postavlja se pitanje kako prenijeti pokrivanje odsjecka [a, +00) seg-
mentima [a, A] i poluintervala (a, b] segmentima [a, b] na slu¢aj neogranicene
oblasti u R” ili Zordan mjerljive oblasti i nograni¢ene funkcije. Oba
slucaja u nastavku ¢e biti razmotrena istovremeno.

DEFINICIJA 0.8. Neka je 2 C R" oblast. Familija oblasti {Vi|k =
1,2, ...} nazivamo monotonim pokrivacem oblasti 2 ako
a) Vi je Zordan mjerljiv skup;
b)jozlvk =,
C)Vk CVirrzak=12..

PRIMJER 0.9. a) Jednostavno se provjerava da je familija {(z, y, 2)|—
n < x,y,z <n}, n € N monoton pokriva¢ prostora R>.

b) Familija {(z,y)|2® + y* < 1— %}, k € N, predstavlja monoton
prekrivac skupa D = {(z,y)|2? + y? < 1}.

DEeFINICIJA 0.10. Neka je @ C R™ i f : Q@ — R realna funkcija
takva da je f integrabilna na svakom Zordan mjerljivom podskupu od
). Kazemo da nesvojstveni integral

/Q F(a)dz

konvergira ako postoji konac¢na grani¢na vrijednost

lim x)dx
Jm [ 1@
za svaki monotoni prekriva¢ {Vj }x>1 skupa 2, koja ne zavisi od izbora
monotonog prekrivaca skupa €.

Sljedeca teorema odnosi se na konvergenciju nesvojstvenog integrala
nenegativne funkcije.

TEOREMA 0.11. Neka je Q CR™ i f : Q - R, f(z) > 0,z € Q.
Potreban i dovoljan uslov da nesvojstveni integral fQ f(x)dx konver-
gira je da za bar jedan monotoni prekrivac {Vi}r>1 skupa Q0 niz ap =
ka f(z)dz je ogranicen.

PROOF. Ako [, f(x)dz konvergira, onda jasno da prema predhod-
noj definiciji je i niz ay ogranicen.

Obratno, ako je niz {ax}r>1 ogranicen, buduéi da je to monotoni
niz jer

0<a,= [ f(z)dr< f(x)dzr = a1,
Vi Vi1

to je isti i konvergentan, tj. postoji konac¢na grani¢na vrijednost I =
limy oo ka f(x)dz.

Ostaje da se provjeri da li je vrijednost I nezavisna od izbora
monotonog prekrivaca skupa (2.
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U tom cilju, neka je {Dj}xr>1 monotoni prekrivac skupa €. Tada
za proizvoljno ko € N postoji m € N tako da je Dy, C V,,. Zaista,
iz ¢injenice da je Dy, je kompaktan skup i Dy, C U2V} slijedi da
da postoji kona¢ano potpokrivanje skupa Dy, iz familije {Vi};>1, tj.
Dy, C U_,Vi,, gdje je p neki prirodan broj. Sa druge strane,

Vh g T g Vll C %d—‘rl'
Prema tome, Dy, C V,,, gdje je m = I;+ 1.

Na taj nacin dobijamo,

(x)dx < f(x)dx < lim f(x)dx = 1.
Dy, Vi k=0 Jv,

Drugacije re¢eno, nenegativni niz { fﬁk f(z)dz}r>1 je ogranicen,
pa prema tome budué¢i da je monoton i konvergentan, tj. postoji
limy oo fm f(x)dz = Jijasno J < I.

Na isti nac¢in, zamjenjujuéi uloge monotonih prekrivaca {Vj}r>1 i

{Dy}k>1 dobijamo da je I < J, tj. [ = J. O

PRIMJER 0.12. (Ojler-Poasonov integral) U cilju da izra¢unamo

integral
// e~ Y dxdy
R2

posmatraéemo monotoni pokriva¢ Vi = {(z,y)|z* + v* < k*}, k =
1,2, ... Tada koriste¢i smjenu promjenljivih preko polarnih koordinata

integral
// e_(x2+y2)dxdy
Vi

27 k ) )
/ d@/ re " dr =7m(l —e ).
0 0

Prema Teoremi 0.11 nesvojstveni integral [[g, e~ dzdy konvergira

i
// eV drdy = lim // e~ @) dody = 7.
R2 k—o0 Vi

Sa druge strane, posmatramo monotoni pokriva¢ { Ex }r>1 gdje je Ey, =
{(x,y)] — k < x < k,—k <y < k}. Tada, opet prema Teoremi 0.11

postaje



imamo

// eV drdy = lim // e~ @) dady
R2 k—o0 Er
k 2 k 2
= lim e ” dx/ e dy

k 2
= lim (/ erdx>
k—o0 —k

Zakljucujemo da je

/ e~ dr = /7.

o0

PRIMJER 0.13. U zavisnosti od parametra p € R ispitajmo konver-

genciju integrala
dxdy
(1 =22 —y2)»

gdje je D = {(z,y)|z* +y* < 1}. Ukohko je p < 0, integral jasno
konvergira. Uo¢imo monotoni pokrivat D, = {(x,y)|z* + y* < p?},
0 < p < 1. Uvodeci polarne koordinate dobijamo

// _dzdy _ // _dazdy
= lim
(IT—a2—y2)p 1= 1—x2—y)
2
— i —
o /0 (1- r2)p

=7 lim —

-1 D’
p—1 1—p2 S

7 lim
p—1-1

1 s
ds _ [ p<l,
2 SP o0, pzl

1-p

tj. integral konvergira za svako p < 1 i divergira za p > 1.

PRIMJER 0.14. [, %dxdy, gdje je D = {(z,y)|0 < 2? +

y? < 1}. Primijetimo da je funkcija f(z,y) = % dobro defin-
isana i pozitivna u skupu D, pri ¢emu lim, ) (0,0) f(,y) = 0o. Uocimo
monotoni pokriva¢ D, = {(z,y)[p* < 2 +y* < 1}, 0 < p < 1, skupa
D. Koristeé¢i smjenu polarnim koordinatama i koriste¢i poznatu nejed-
nakost In(1 + z) < x,z > 0, nalazimo

In (1 Uln (142
// - 2+x —Z/g )dxdy:27r/ —n( :_T )rdr
D, (22 4+ y?) P T

< 2,
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In(+a*4y%) dxdy je ograniCen, pa je prema

(w2+y2)3/2
Teoremi 0.11 nesvojstveni integral [f I %dl‘dy konvergentan.

tj. kontiunalni niz a, = [ I
P

1. Krivolinijski integral
1.1. Kriva u R".

DEeFINICIJA 1.1. a) Kriva 7 u R" je svako neprekidno preslika-
vanje [ = y(t) = (¢1(t),...,pn(t)), iz nekog intervala [a,b] na ~*
(v = {yv(t)|a < t < b}). Tacke y(a) i v(b) nazivamo pocetnom i
krajnjom tackom krive v. Kriva v je zatvorena ako je vy(a) = v(b).

b) Za krivu 7 kazemo da je prosta kriva kad god je preslikavanje
f=n~() "1 —=1" na [a,b]. Za krivu v kazemo da je Zordanova kriva
ako je ~y prosta zatvorena kriva, tj. f = (t) je neprekidna, 71 — 1”7, na
poluintervalu [a, b) i v(a) = (b).

Treba uociti da predhodna definicija odreduje krivu v kao preslika-
vanje, a ne kao geometrijski objekat, tj. skup slika preslikavanja v koji
smo oznacili sa v*.

Primjera radi, krive

Y, () = (t,1%),0<t <1

72772@-) = (t27t6)a0 S t S 1a

imaju iste nosace, ali se prema predhodnoj definiciji radi o razli¢itim
krivama.
Specijalno, krive u prostoru R? zapisujemo najéesée

(1.1) V() = (x(t),y(t), 2(t)),t € I,
gdje je I C R interval parametrizacije (1.1).

PRIMJER 1.2. ¥(t) = (acost,asint,bt), t € [0,27], gdje a,b > 0,

tzv. "zavojnica”. “V

PRIMJER 1.3. Vivijanijevu krivu dobijamo u presjeku sfere z? +
y? + 22 = a? a > 0 i cilindra 22 + y?> = az. Njena parametrizacija je
onda data sa

t
{(% + gcost, g + g sin ¢, +a sin 5),15 € [0,2x]}.
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Za krivu v kazemo da je glatka ako x,y, z € C*(I). Dodatno, kriva
7 je dio po dio glatka (i neprekidna) ako su z,y,z € C(I) i interval [
se moze razbiti na konacan broj podintervala na kojima su restrikcije
funkcija x, y, z neprekidno diferencijabilne (slika).

Navedimo i mehanicku interpretaciju krive. Naime, krivu v mozemo
da zapisemo

7(t) = z(0)i +y(t)] + 2(O)k, t € 1,

gdje je 7(t) vektor polozaja u trenutku ¢ materijalne tacke koja se krece
po putanji v*.

DEFINICIJA 1.4. Za krive v1, v1(t),a < t < b, v, Yo(t),c <t < b
kazemo da su pravilno ekvivalentne ako i samo ako vo(u) = v1(p(u)), u €
[c,d], gdje je t = p(u) strogo rastuca neprekidna (bijektivna) funkcija iz
[c,d] na [a,b]. Odnosno, 77 i 72 su nepravilno ekvivalentne ako i samo
ako y(u) = 1(p(w)),u € e, d], gdje je t = p(u) strogo opadajuca
neprekidna (bijektivna) funkcija iz [c, d] na [a, b]. U oba slucaja kazemo
da su krive ekvivalentne.

Treba primijetiti da proste krive koje imaju isti nosa¢ su ekviva-
lentne. Tako na skupu svih prostih krivih koje imaju isti nosac relacija
"ekvivalentne” iz predhodne definicije je relacija ekvivalencije, sto se
lako pokazuje i ona razbija skup svih polaznih krivih na dvije klase
ekvivalencije, pravilno ekvivalentne i nepravilno ekvivalentne. Svaka
od ove dvije klase ekvivalencije zadaje orijentaciju krive.

U ravni za orijentaciju proste zatvorene krive suprotnu od smjera
kretanja kazaljke na casovniku kazemo da je ta kriva pozitivno ori-
jentisana (materijalna tacka se kre¢e po nosacu krive tako da oblast
ogranicena krivom ostaje sa lijeve strane), odnosno negativno orijenti-
sana ukoliko sa porastom parametra t € I materijalna tacka se krece u
smjeru kazaljke na ¢asovniku.
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Primjera radi, kriva y(t) = (cost,sint), 0 < ¢ < 27, ¢iji je nosac
jedini¢na kruznica, je pozitivno orijentisana.

1.2. Duzina krive. U tekstu koji slijedi dacemo neformalan dokaz
formule za izracunavanje duzine krive. Razumije se da posmatramo
samo rektifikabilne krive, pojam poznat iz predhodnog kursa analize.

U tom smislu, pretpostavimo da je v glatka kriva

12)  yilall =0T SR ) = (0,0l0),2(0)
bez singularnih tacaka ((z'(t))*+ (v/'(t))?+ (2'(t))*> > 0) i bez samopres-
jeka. Duzinu krive v ozna¢avamo sa [(y). Neka je T podjela segmenta
la,b], a =ty < t; < --- <t, = b koja indukuje i odgovarajuéu pod-
jelu na podlukove M;_1M;, gdje je M; = y(t:) = (z(t:), y(t:), 2(t:)),
1=0,...,n

Dijametar podjele T" krive v, u oznaci A(T"), definiSemo na nacin

gdje sa ly(mz) oznacavamo duzinu krive (luka) sa krajnjim
tackama M; 1 i M; na krivoj ~.

Sa II,, ozna¢imo uniju segmenata [M;_ 1, M;], i = 1,...,n isa ((IL,)
odgovarajuc¢u duzinu te dio po dio glatke krive.

Ako A(T') — 0, onda to povladi i da max;<;<, |ti—1 — t;| — 0.

Prema tome, kako je kriva ~ rektifikabilna to

1.3 I(v) = lim [(II,).

(1.3) (v) = lim (TT,)

Sa druge strane, koriste¢i Lagranzovu teoremu o srednjim vrijednos-
tima na segmentu, duzinu segmenta [M; 1, M;], i = 1, ...,n mozemo da
predstavimo

(2 (t:), y(t:), 2(t:) = (2(tir), y(tir), 2(tia))|
V((ti) = a(tio))? + (y(ts) — y(tio))? + (2(t:) — 2(ti1))?
= V(@(6))? + (' (1))? + (2/(G))2(ti — tia),
) =

adie ti < €11, G, < t;. Omacimo sa g(t) = /(@O T WOV T @ OF
neprekidnu funkciju definisanu na |a, b].

Jasno da za dovoljno malo A(T'), tj. dovoljno malo max<;<y, [t;—1 —
ti| zbog ravnomjerne neprekidnosti funkcije g na [a,b], duzina [(II,,)
se razlikuje od sume " | g(;)(t; — ti—1) za proizvoljno mali pozitivan
broj, odnosno

(1.4)

I(7) = Tim I(IL,) = S gt —t) = / g(D)dt.

)\(T)*)O maxi<;<n |ti,17t¢‘~>0 i—1

Dakle, pokazali smo
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b
(1.5) [(7) =/ V(@ ()2 + (v (1)? + (2/(1))dt.

Formula (1.5) vazi u slucaju da je kriva v dio po dio glatka kriva.

Moze se postaviti pitanje da li formula (1.5) zavisi od izbora parametrizacije
krive. Pokazuje se da je definicija duzine krive dobro definisana sto je
rezultat naredne teoreme.

TEOREMA 1.5. Formula (1.5) je nezavisna od parametrizacije krive
7.

PROOF. Nekaje " = {(x(t), y(t), 2())a <t < b} = {(u(s),v(s), w(s))[e <
s < d}, pri éemu postoji neprekidna monotona bijekcija ¢ : [c,d] —
la,b] i

z(p(s)) = uls), y(e(s)) = v(s), 2(¢(s)) = w(s).
Tada na osnovu teoreme o smjeni promjenljivih u odredenom integralu
imamo
b

1.3. Krivolinijski integral prve vrste. Za predhodno zadatu
krivu v, koja je dio po dio glatka, pretpostavimo da je funkcija f :
v* — R definisana i ograni¢ena na v*. Polaze¢i od podjele T segmenta
[a, b]

a=ty<ti1<---<t,=0b
i tacaka {M;},, M; = (x(t;),y(t;), 2(t;)) koje razbijaju krivu 7 na
pO/dM{OVG mi, biramo &; € [t;—1,t;] 1 tacku ]\;[Z-(x(fi), y(&), 2(&)) €

M;_1M;. Formiramo integralnu sumu

(16) fﬂ’% Zf 51 (61)) ( i— 1M)

DEFINICIJA 1.6. Ako postoji konacna grani¢na vrijednost sume
(1.6) kada maxy<i<p l,(M;_1M;) tezi ka nula,tj.

hm f777 Zf 61 (fl)) ( i— 1M) [

maxl<z<nl’y( i— lM )—0
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onda broj I nazivamo krivolinijskim integralom prve vrste funkcije f
po krivoj v i oznacavamo sa

Lf(x,y,z)dl.

Predhodna definicija u sustini govori da broj I koji dobijamo kao
grani¢nu vrijednost integralne sume o(f,~,7) ne zavisi od izbora is-
taknutih tacaka i podjele T, odnosno za proizvoljno € > 0, postoji § > 0
tako da za svaku podjelu T" takvu da je A(T") < ¢ slijedi da je

‘I_O—<f777T)‘ <€

Jasno ako je funkcija f neprekidna na v* onda ¢e da postoji i odgo-
varajudi krivolinijski integral f7 f(z,y, 2)dl.

Iz same definicije krivolinijskog integrala prve vrste vidimo da on
ne zavisi od orijentacije krive, tj. ako je v dio po dio glatka kriva bez
samopresjeka tako da A = 7(a) i B = (b) su krajnje tacke krive . Ako
sa AB oznac¢imo krivu sa nosacem ~* orijentisanu u smjeru od tacka A
do B, isa BA oznac¢imo krivu krivu sa istim nasacem, ali orijentisanu
u smjeru od B prema A. Tada za neku neprekidnu funkciju f imamo

f(x,y,z)dl = f(x,y, Z)dl-
AB BA

Generalno, za krivolinijski integral prve vrste vaze neka opsta svo-
jstva karakteresti¢na za odreden Rimanov integral.

Sljedeca teorema daje pregled svojstava krivolinijskog integrala koja
se dokazuju jednostavno pozivajuéi se na osnovnu definiciju krivolini-
jskog integrala.

TEOREMA 1.7. Neka je vy dio po dio glatka kriva bez samopresjeka i
singularnih tacaka tako da su njene krajnje tacke, A = ~v(a), B = v(b)
i f,9 7" — R su ogranicene funkcije za koje postoje f7 flz,y,2)dl i
fvg(x,y, z)dl. Tada vaZi

o) (af (x,y, 2)+Bg(x,y,2))dl = o [ f(x,y,2)dl+B [ g(x,y,2)dl,
gdje a, B € R.

b) Ako je C € ~*, onda

flz,y,z)dl = flz,y,2)dl + [ f(z,y,2)dl.
AB AC CB

o\, Fy,2)dl| < [ (@, 2)ldL

d)Ako je f(x,y,2) < g(z,y, 2), (z,y,2) € 7", onda

/vf(x,y, 2)dl < Ag(m,y,z)dl.
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e) Ako je f neprekidna funkcija v*, onda postoji tacka (§,n,() €
tako da

/ﬂa%@ﬂzf@mxmw.

U sljedecoj teoremi data je formula za racunanje krivolinijskog in-
tegrala prve vrste

TEOREMA 1.8. Neka je v kriva zadata u (1.2) koja je glatka i nema
singularnih tacaka i f : v — R je neprekidna funkcija. Tada vazi
formula

b
/f(x,y, Z)dl=/ Fla(t),y(t), 2())V/ (@' (£))? + (1 (1)? + (=(1)) .

PROOF. Neka je T podjela segmenta [a, b, data sa a =ty < t; <
.. < t, = b koja indukuje podjelu na krivoj v odredene tackama A; =
v(t:) = (x(t;), y(t:), z(t;))za i = 1,...,n. Takode, za izabrane tacke &; €
[ti_1,1;], formiramo integralnu sumu a( f,7,T) na nacin

(1.8)
o(f,7, T Zf (&), y(&), 2(6))l, (Ai 1 Ay)

:memwﬂmlkwwuwwuwm%

Sa druge strane, integral

b
=/ Fl(t),y(8), 2(O)/ (2 (1)? + (' () + (2/(1))2dt,

mozemo da zapiSemo na nacin

=3 [ I, 20 VEOF TP O

Zbog pretpostavljene neprekidnosti funkcije f, tj. ravnomjerne
neprekidnosti koordinatnih funkcija x,y, 2 na segmentu [a,b], to je i
funkcija ¢t — f(x(t),y(t), 2(t)) je takode ravnomjerno neprekidna na
segmentu [a, b]. Ukoliko sa [ ozna¢imo duzinu krive +, to za proizvoljni
€ > 0 postoji § > 0 tako da za t,t’ € [a,b] takve da

[t =t <6 = [f(z(t),y(t), 2(1)) = f(x(t),y(t), ()| < o
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Uzimajuéi da je dijametar podjele A\(T') < ¢, dobijamo sljedecu
nejednakost

(1.9)
|J(f s ) - ‘]|

< Z / (1) 2(0) = Flats), y(t:), 2DV @ P + (O + & (0)2dt
<< [ VTOP T P+ P -

Treba primijetiti da ako A(T") — 0, onda i maxi<;<, |t; — t;—1| — 0,
sto slijedi zbog iz neprekidnosti funkcija z,y,z na segmentu [a,b] i
nepostojanja singularnih tacaka krive -,

0 <m = min \/(2/(t))2 + (¥ (1)) + (2'(1))?

a<t<b

(A1 A) >m/ dt = m(t; — t;_1),

Sto povlaci
MT) > m max [t; — t;—1].

1<i<n

€

Zbog integrabinosti funkcije f, za integral I = fv o,y z)dl i §
postoji §; tako da za svaku podjelu 7" krive v, takvu da je A\(T') < 41,
slijedi da je |[I —o(f,7,T")| < §

Birajuéi za dijametar nove podjele 7" krive v da je A\(T") < min{d, 6, }
imamo

‘[_‘]’ < ‘[_U(f’77T//>’+’J(fa%T”)_J‘ <,

tj. [ =J.
O

PrRIMJER 1.9. Izracuna¢emo obim kruznice poluprec¢nika r, k =
{(z,y)|2z*+y? = r?*}. Koriste¢i parametrizaciju z = r cost,y = rsint,t €
0, 27) dobijamo

l(k) = \/ —rsint)? + (rcost)?dt = 2rr.
0

PRIMJER 1.10. Odredi¢emo integral I = [, (2* + y*)dl, gdje je L
granica trougla odredenog tjemenima A(0,0), B(0,2) i C(1,1).
Jasno,

hﬂﬁ+ﬁw:/ﬂﬁ+ﬁw+/<ﬁ+ﬁw+/(ﬁ+fw,
L AB CB AC

gdje su AB, BC'i C'A stranice (segmenti) datog trougla.
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Odgovarajuce parametrizacije segmenata je jednostavno odrediti,
_ 2 8
AB ={(t,0)j0 <t <2} i / t2dt = 3
0

2
CB={(t2-y1<t<2}i ﬁ/ t2+(2—t)2dt:¥7
1

ac ? 2v/2
AC={(t.nlo<t<1}i 2\/5/ 2t — Tf
1

([ 0vess
PRIMJER 1.11. Izrac¢unajmo krivolinijski integral fL xydl, gdje je L

dio elipse u prvom kvadrantu, 2—2 + ‘Z—j =10 < b < a. Prelazeé¢i na
parametrizaciju * = acost,y = bsint, dobijamo

/ xydl = ab/2 cost Sint\/a2 sin?t + b2 cos? tdt
(1.10) L 0

%
= ab/ cost sint\/(a2 — b?)sin? t + b2dt
0

Smjenom s = (a® — b?)sin’t + b* dobijamo sintcostdt = % i

posljednji integral se svodi

us b a?
ab/02 costsint\/(a2 — b2)sin®t + b2dt = 2(@2(1——[)2) ; V/sds

_ab(a® + ab + b?)
B 3a+b)

PRIMJER 1.12. Izracunacéemo integral [, ydl, gdje je L = {(x,y, 2)|(x—
al+yP+z22=a(r—b*+y*=0%2>0},0<b<a.
Parametrizacija krive L je data sa

z—b=bcost,y = bsint,z = \/a — (x — a)? — y2 = \/2b(a — b)(1 + cost),
za 0 <t <2rmi

b(a — b)sint

2'(t) = —bsint,y'(t) = beost, 2'(t) = — N RO
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Tako dobijamo
(1.11)

/ydl
L
2m b(a—b)
:/ bsinty/b% + (1 — cost)dt
27
/bsmt\/b2 1—cost dt—l—/ bsmt\/b2
/ o

1—5 s—b/ \/b2 a—b (1—s)ds

1 — cost)dt




